Veéletlen fizikai folyamatok
Teams: Crs 24-25-2 velfolyf19ea 1 Racz Zoltan

Altalanos informaciok

Eldadas ideje: Cstortok 8:15 — 9:45
Eldadas helye: A ép. 2.106 sz.

Honlap: http://cgl.elte.hu/~racz/Stochastic-processes.html

Elm. Fiz. Tansz., 6.79B sz.
Tel.: +36 1 372 2516

Email: racz@general.elte.hu
Honlap: cgl.elte.hu/~racz
Skype: raczzoltanattila

Konzultacio: E-mail-en tortént megbeszeéles utan Skype-on vagy Teams-ben.

Hazi feladatok kiadasa: Hetente, Teams-en keresztil.

Hazi feladatok bekildése: Teams-be a hazi feladatban megjelolt idopontig
pdf file-ban Vezetéknév_Keresztnév_n.pdf névvel.

Vizsga: 50% hazi feladat (vizsgahoz: minimum az elérhetd 6ssz-pontszam fele),

50% szobeli (feladatmegoldast is tartalmaz).

@® Barrikadok, etikai problémak, informacidatadas optimalizalasa.
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Véletlen fizikai folyamatok

(2024/2025)

Racz Zoltan

ELTE Elméleti Fizika Tanszék
1117 Budapest, Pazmany sétany 1/A
Telefon: ELTE: +36-1-372-2516
E-mail: family-name (racz) "@" general.elte.hu

Skype név: raczzoltanattila
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Other Bookmarks

A

Eléadas: Csiitortok, 8:15-9:45, A épiilet, 2.106-0s terem,  Jelenléti oktatas

Eléadassal kapcsolatos anyagok (2024/25)

Tematika
An amusing lecture about randomness by Persi Diaconis (Stanford Univesity)
Jean Perrin: Brown-mozgés és molekularis valosag

Brown-mozgas: Einstein és Langevin elméletei (1-2: Konyv Eloadas)
Hazi feladatok:

HF1: Bolyongasproblémak 1 (60)

Ertékelés:

A vizsgajegy a kovetkezokbol all Gssze:
Hazi feladatok 50% (jelenlegi allas)
Szobeli vizsga 50%.

Vizsgatételek

Ajanlott irodalom:

C. W. Gardiner, Handbook of Stochastic Methods (Springer-Verlag, New York, 2009)

Javaslatok, kérdések (akar névteleniil is): ;& Valaszok: @

Last updated: 2021. februdr 10.
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‘ Véletlen jelenségek leirasanak torténeti aspektusai: statisztikus fizika, kvantum mecha-
nika, stochasztikus dinamika.

‘ Einstein gondolatai a véletlen jelenségekrol: a Brown mozgas makroszkpikus leirdasa
(egyszeriien a Chapman-Kolmogorov egyenlettél a Fokker-Planck egyenletig).

A Brown mozgas Langevin megkozelitése (a stochasztikus differencidl egyenlet fo-
galma). Perrin kisérletei és analizisiik.

‘ Véletlen folyamatok diszkrét allapottérben: Master egyenlet. Stacionarius allapotok és
az egyensilyhoz relaxilds. Részletes egyensiily és feltételek az aAtmeneti valoszintiségekre.

@ Szimuliciés problémdk diszkrét dllapottérben. Egyensiilyhoz relaxilds a kinetikus Ising
modellben spin-flip és spin-exchange dinamika esetén.

@ Momentumok, kumulinsok, generitorfiiggvények. Alkalmazasok sorbanallds és sziiletés-
kihalds tipusi problémdkban. Atlagtér elmélet az alacsony momentumokra.

‘ Hiélézatok (Erdés-Rényi, véletlen rekurziv, preferenciilis) dinamikai jellemzése, fokszam-
eloszlasuk szarmaztatasa a Master egyenlet segitségével.

‘ Stochasztikus differencial egyenlet tilesillapitott oszcillatorra: Langevin egyenlet és az
egyensulyl hotartaly zajanak tulajdonsagai.
‘ Langevin egyenlet Gauss zajjal: a Fokker-Planck egyenlet derivaliasa. Gauss zaj alkal-

mazasa szimulacios probléméakban.

‘ Fluktuaciok, korrelaciok és a teljesitményspektrum szamolasa a Langevin egyenletbol,
Fesziltség- és aramfluktuaciok aramkorokben.

‘ Fluktuaciok egvensilytol tiavol. Aktiv Brown mozgas, avagy milyen tiavol van egy
élolény az egyensilytol?
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Szimmetriak?
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Véletlen fogalma, mereése és ertelmezese

Ermefeldobas -- tisztan fizika

Figure 1.a




Ermefeldobas -- tisztan fizika
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Valosziniiség szamolasa
H. Poincare 1854-1912

. TE . 1
llm Pfehér - eher —_— -
A—0 Ttelies

Fuggetlenil aO alakjatol, vagy a
koron beldli talalati eloszlastol.

Valésziniiség szamolasa (Feynman):
Kétsegek kvantifikalasa

Van Isten?
van nincs
vagy van, vagy van nincs
Esni fog az esd? 1‘
Meteorologus: 80%

valoszinliséggel



Valoszinuség fizikaban

mvz

(1) Idedlis gaz sebességeloszlasa (Maxwell, 1860) P(v)~e zkr

Maxwell determinisztikusnak gondolta a mechanikat.
A 6N dimenzi0s allapottérben ,,minden” allapot egyensuly1 allapot.

N

(2) Relaxacio eés irreverzibilitas p

Hogyan lehetséges determinisztikus,
1ddtiikrozeésre szimmetrikus rendszerben? relaxaci / -

(3) Elektrodinamika determinisztikus.

(4) Kvantum mechanika

Determinisztikus €s valoszinliségi leiras kombinaciogja:
Az egyenlet determinisztikus, de valoszinlisegrol szol.




Brown mozgas -- véletlenszeri mozgas jellemzése és leirasa

Brown, 1827
NY L HA T { Elnek-e a viragporszemek?
EEL il \ 5 il Es a kdporszemek?
N e
N 5 el : :
] Einstein, 1905
/ < PR NN AN , ,.
- = Lenyegesen (j gondolat:
e < : A dinamika véletlenszeri,
Lt ) =306 ATy az elmozdulasoknak van egy
i U valoszinuségi eloszlasa.
— &
10um
Perrin kisérletei, 1908 A torténethez:
2 — i) Stochasztikus dinamikat elészdr
r 2 Dt Rayleigh (1891) feltételez.

I1) Smoluchowski (1906) Einsteintol

Avogadro szam meghatérozhatc') flggetlendl leirta a Brown mozgast.




Brown mozgas -- Einstein magyarazata (1905)

Feltételezések:

1. A viragporszemcsek egymastol flggetlendil

. 2. Van egy t intervallum, amin tal a részecske
mozgasa fliggetlen az el6z6 mozgasatol

(T sokkal kisebb a megfigyelési idonél).

3. A mozgas leirhato valdsziniiségi alapon.

Annak a valosziniisége,
hogy a megfigyelt részecske
t idopontban x ¢és x+dx
kozott talalhato.

Annak a valoszintisége,
hogy a megfigyelt részecske

‘ | |
N [ - Ji 1 ij
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1328 \E AR i mozognak (elég egyet nezni).
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Valoszintiségi
leiras elemei
) . P(x,t)dx
(1 dimenzidban): b
| @ |
<>
dx
@ | 1O |
X-A X

D(A)dA

1 1d6 alatt A és A+dA kozotti
tavolsagot ugrik eldre.



Brown mozgas -- egyenlet a megtalalasi valosziniiségre I

/A\ ®(A) tulajdonségai
@ | Ro Xl Szimmetria D(-A)=D(A)
X-A X
D(A)dA Normalizaltsag | [ d(A)dA=1

Egyenlet P(xt)-re Nincsenek nagy D(A)
] o ugrasok A
Markov posztulatum (Einstein 2.)

P(Xx,t+1) csak P(x,t)-tol flgg

Ugrasi dinamikabol kovetkezoen:

(00)

P(x,t +T)dx = j P(x — A t)dx O(A)dA

— 00

D

Chapman-Kolmogorov egyenlet

A torténethez: Einstein levezetésének
Minden lépésébol egy kutatasi teriilet
nott ki.



Brown mozgas -- egyenlet a megtalalasi valosziniiségre 11

- Chapman-Kolmogorov egyenlet
Pt ) = f e — i ) ) ol (a valoszinliségmegmaradast irja le)
A —00

Sorfejtések: t kicsi (a megfigyelési idohoz képest)
A (a T 1d0 alatt megtett tavolsag kicsi)

10P

PO, t+10) = PO t) + 57+ Px—A1) =P(t) —Za+220 A2

Kramers-Moyal sorfejtés

Pg,x;"i) + Z—IZT = P(/x','/;t) [0 @A) dA - Z—i [0 AD(A)dA +

/ - T P

Fokker-Planck egyenlet : 207 ) er @
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dat 20%x J_

—T = ——j A2D(A)dA




Brown mozgas -- egyenlet a megtalalasi valosziniiségre I11

Einstein 1, 2, 3.
- Chapman-Kolmogorov egyenlet
P(x,t+ 1) = j P(x —At) ®(A) dA
l Fokker-Planck egyenlet
" ben a diff(zié let
Kramers-Moyal sorfejtés - (adott esetben a difflzios egyen ei
dP d%P A?
—_— =D — D: ——
ot d0%x 27

Diffizios egyenlet megoldasa B _
2 _ 2
P(x,t=0) = §(x)  arészecske az origobol indul A% = j_ooA ®(A)dA

1 _i 2
= —> x“ = 2Dt
P(X,t) — e 4Dt T
/\ A difflizios egyiitthaton keresztill az

G~ Avogadro szdm meghatarozhat!



Brown mozgas -- leiras sztochasztikus differencial egyenlettel

10um

Einstein, 1905

N | HE { A dinamika véletlenszerq,
' az elmozdulasoknak van egy
valoszinliségi eloszlasa, P(x,t).
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4 M- Langevin, 1908

'ARNEE AN Mozgasegyenlet, amelyben

N determinisztikus és véletlen
(sztochasztikus) erd is van
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Perrin kisérletei, 1908

2= 2Dt
1

Kisérlet: D makroszkopikusan mérhetd
Elmélet: D mikroszkopikus mennyisegeken
keresztiil kifejezheto

Avogadro szam meghatarozhato




Brown mozgas — a mozgasegyenlet A determinisztikus €s a
véletlen szétvalasztasa

Langevin, 1908

Determinisztikus eré _ Véletlen mikroszkopikus szinten:

makroszkopikus szintrol: EITkﬁgac'qk a gbaz r,es,zgcskelnek
SﬁrlédéSI er6 / \ye eén es se essege en

2a

Hidrodinamikabdl: Stokes torvény:

Viszkozitas (n) merése:
Folyadekban stillyedd
goly6 végsebessége

viszkozitas gbmb sugara




A viszkozitasrol + egy kis dimenzioanalizis

p definicidja: | Fu= A Z_‘;c _T_/ A

T

Fluid

5 dimenzidja: g B

(n]=[F]1/I

dy

dv,|

dy

- 1.\'
I_.,, v,
dvy

][ A ] = Stationary Plane

(ML/T?) / (1/T)(L*) = M/LT = kg/ms Vizre: n=10-3kg/ms

Stokes torvény levezetése dimenzidanalizisbol:

F=f(v,a,m)~ng(v,a)~nvh(@ ~nva

| |

ML/T2 M/LT M/T? ML/T?
mashol mashonnan nem mas nem
nincsM  johet még /T marad

Fip = —6TMa v

f(v, a, n,£)~ nva Q(a/¥)



Brown mozgas — a mozgasegyenlet (d=1 dimenziéban)

mx = —oémmax + Fyg Mit tudunk a véletlen er6rél? <F,¢>=0
y Mi az amit szeretnénk levezetni?
Xk = (x%) — 2 = Ex"z _ 32 Egyenletet | <x2> re.
B 1 .2 1 "2 <2 _ .2
xx = Ex Smxs —mx*® = —3mnax“ + xFy4
4 o, rr I4 r 1 . .
Atlagollas. T homérsekleten “m < x2>—m < %% >= —3mma < x2> +< xFy>
egyensulyban van a rendszer 2 l, ~L
o1 - 1
Ekviparticio: om < x“ >= EkBT < xF,s>=0
Atlagos munka
. d2<2> kgT = —3 d<2>
2 Maz =% Y T < xFyg> >07? T—w
d* 6mma d 2kgT < xFy><0? T—0
x> BT e B Vet
dt? m dt m




Brown mozgas — a mozgasegyenlet megoldasa

d? 6mma d 2kgT
e L e - L
dt m dt m
d koT _6mma
y=cxts o dy+67may:2kBT > y= Bl e~ m ¢
dt dt m m 3mna
r—
_ 4 oo keT elhanyagolhat6 t > 10-6s-ra.
Y=t 3mna 103k
20 9 1076
J/ 6mna ms m ;1
= 1 =210" -
m 103 kg 10~-18m3 S
2 _ kBT - m3
< x° >= t+C
3mna )
Avogadro szam
kgT
nagy t-re <x?2>=2—"—t=2Dt N, = RT
6mma 4 6mnaD
N kg=R D = kpT _ NakpT 1 _ RT 1 A torténethez: Avogadro szamot Perrin
6mna 6mna Ny 6mna Ny vezette be1908-ban. Avogadro sohasem

gas constant

becslilte meg ezt a szamot.



Avogadro szam becslései

Johann Magnenus, német szerzetes (1646) --- Demokritosbol kiindulva, feltételezte,
hogy egyfajta atombol épll fel minden. Borsészemnyi tomjeént egetett el és szagolt.

‘In this piece of incense, which itself was not larger than a pea,
there were at least 7.7763 x 10*17 elementary atoms. From this
one can see how small an atom is and one can guess how large
the number of atoms might be in the whole Universe .

Robert A. Millikan, amerikai fizikus (1909) --- megmérte az elektron toltesét

(olajcsepp kiserlet), s mivel egy molnyi elektron toltése ismert volt, csak egy osztas
kellett N, meghatarozasahoz (2% accuracy).

Jean Baptist Perrin, francia fizikus (1909) Saa jasiLieE
Brown mozgas diffuzids allandojanak méresébol Spas
(0.01% accuracy). e rauEuy nsREELY
Others -
. AZ —
Oil on water, X ray measurements, ... HE2: | D=— x2 = 2Dt
2T

Hibaszamitas!!!



Solvey conference - 1911
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Hogyan tovabb?

Einstein

Valoszinliségi folyamatok
diszkrét allapottérben,
eloszlasok 1idofejlodese

M(arci) J(ulcsi)

1 ®
w(l—2) CZ
3

4

P(1,t)
P(2,t)
P(3,t)
P(4,t)

Langevin

Valoszinliségi folyamatok
leirasa a valoszintiségi valtozora
vonatkozo egyenletekkel

V(x]
X
. av
mx =-——+ Foop 7
P(x,t > ) ‘

Peq (x) ~e —V(x)/kgT

P(L,t+dt) = P(Lt) - w(l—2)dt P(1,t) + w2—1)dt P(2,t) + ...

9,P(L,t) = - w(1—2)P(1,t) + w(2—DP(2,t) + ...



Jutalomjaték — Pitagorasz tétele dimenzidanalizissel

Két paraméter, pl. c és o
meghatarozzak a deré¢kszogl
haromszog tulajdonsagait

a’ + % =c?

T(c, a) = ¢ f(a)
r+ KN

L dimenziotlan

T=T,+T,

T,(a, a) = a° f(a)
T,(b, a) = b? f(or) a

T =c*f(a)=T, + T, = a f(a) + b f(ar)




