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2. Diszkret allapotterben leze.i 10 folvamatok,

2.1 A master eF:.v~nlet szemleletes szarmaztatasa

TekintsUnk egy rendszert, melynek vizsg~lt allapotai

diszkret val tozo){"bol al1r;otott vektorokkal (n, tn,...) indexel-

hetok. Adott esetbenIE index lehet peldaul e rendszer kvan-

tumBzameinek osEzessege, de az alkalmezasok nagy reszeben a

teljes makroszkopikus rendszer helyett cse" nehany lessen.
valtozo szabadsagi fokot vizsgalunk Ie t5bbit hatterne~ t~-

kintjUk/, 5 ilyenJI"or az allapot megadas8 is egyszerUbb Ikoc-

karacson torteno bolyongas eseten peldaul harom ~oordinata/.

TegyU~ tel, hogy a rendszer allepota-a hatterrel, vagy kor-

nyezetevel valo kolcsonhetas kovetkezteben-barmelyik pil-

lenatban megvaltozhet, s hogy az I:!-C' (Q+n') atmenet Ai.

intervellum eletti be~ovetkezeseneJ, valoszinlisege

We"D At + r (4t. J .
.A tovabbiskban cse" Merl,-ov-tipusu folyamsto,<kal foglal-

kozunk. Ilyenkor aWn'" atmeneti valoszinUseg nem fligg at--'-
tal, milJfen allapotban volt )("orabban a rendszer, s igy jelo-

lesUn~ valoban kovetkezetes. Ha feltesszUk, bogy a folyamat

inverians az idobeli eltolasre nezve, ak~or explicit idoftig-

gee sem lephet fel ~~ -Den Ihomogen folyamet/.-'-

Jelolje P.!!~lt) anna" a valoszinliseget f bogy a rendszer t
ido alett EZ !!. allapotbs kerlil, felteve, bogy az !!l ,9:119-
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pontb61 indul t. Az az esemeny, hogy a rendszer a t+4t idopont-

ban az !l. allapotban legyen, tijbb egymaat 'rizaro mod on val6-

sulhat me~: elofordulhat, hogy t ido eltelte utan va1amely1k

maaikCU allapotban van, a utana At Blatt beszorod1k n -be.

ill. elofordu1hat, hogy mar t ido Blatt eleri az ~ al1apo-

tot, S azutan nem sz6r6dik ki onnet:

Pn.~(-t+At)-r W",lPL,...tt)Ai+(1-LWl At}P"fWI(t)+~(A-t) .i+!!. - - -- lot!!. -,~ _1-

Atrendezes ill. a At-+Ohatarertek elvegzese utan sz un.

direkt master egyenletet kapjuk

P~",(t)-L: W..,l p"..(t)- P",..,tt.)L: WL", /2.1/- l+~ -. - - - - !'*!1 _,-
amely ezt fejezi ki, hogy a valoezinueeg idoegysegre eso meg-

valtozasa a besz6rasi ill. kiszorasi va1oszinusegek kulijnb-

sege.

p lt.)-re egy masik sgyen1etet is 1eszarmaztathatunk. Te--'-

kintsuk ugyanis azt a lehetoseget, hogy a rendszer az elso

At 1nt~rva1lumban eljut va1ame1yik l a1lapotba, vagy hely-

ban marad, s az ezutan kijvet~ezo t idotartam Blatt kerul D -be:

P~I!!!.(l1t...t} c[ PnJ(t)W'!1!!4t + P!J!!!lt)(~-Ll ~ W!I~Ai: )+ ~tAt) .

!+~ -"'~

Ebb5l az un. forditott master egyenlet ad6dik

p (i)=Lw"...P"'Llt)-P..",(-tJ2:w~~ . /2.2/-'- !~ -- -- -,- !.~ -
Mindket master egyenlet a

PJ!'~{O)-~\!!. /2.3/
kezdeti feltetel mellett vizsgaland6, hiszen zerus ido Blatt

nem tijrtenhet atmenet. Latni fogjuk, hogy a /2.1/ es /2.2/ e-

gyenletek nem tul eras feltetele~ teljesulese eseten e'rviva-

lensek, igy eleg csa~ az egyikkel foglalkoznun'r. Nehany ~i-
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vet~ltol eltekintve B direkt masteregyenletet hasznaljuk

majd.

A P"...(t) va16szinUsegeloszlas ismereteben az atmeneti-'-

va16szinUsege~ konnyen meg~onstrualhBtok, hiszen
P.

(t=O)-W"rn , hQ, m+ n .!l,!I! -'- - -

A master egyenlet jelent5sege eppen abban all, hogy az atme-

neti va16szinUsegeket mi~rosz~opikus szamolasok, vagy heurisz-

tikus ervek alapjan so~szor elore meg tudjuk adni, s ezen de-

rivalta~ iamereteben az egyenlet mar meghatarozza magat a fUgg-

venyt.

Abban az esetben, ha a kezdeti allapot nem egyertelmU,

hanem egy Pm eloszlas jellemzi(~ P~~.f), akkor annak a valo-

szinUsege, hogy a rendszer t ido mulva az Q allapotban legyen

P!!(i) - ~ P!!,~(t) p!!!, /2.4/

ami azt tUkrozi, hogy n-be tobb kezdeti allapotbol is eljut-

hatunk. Konnyen lathat6, hogy s P~(t) fliggveny is kielegiti s

/2.1/ master egyenletet:

P,,(t)=LWntPl(t)-Pn(t)LWln . /2.5/- L,*:n -'- - - !.~!! -,-

A P",' - d..,' m kezdeti eloszlasnak megfelelo megoldas termeszete-- -,-
Ben Pn", (t) . A fordi tott master egyenletnek Pn(i) nem mego1--'-

daBs.

Mive1 s fo1yamst Mar~ov-tipusu, Pm es Pn ~(t) ismerete e-- -'-

legend5 a kU1onbozo tobbvaltozos elosz1asok meghatarozasahoz

is (l. /1.26/).

!l. feladatl At~O pillsnstban kozmikus augarzasb61

-~
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szarmazo nagy energ1aju nukleon er1 legk5rlinket. Ez a reszecs-

ke a legk5r atomja1val Utk5zve ujebb nukleonokat hoz letre, &

azok 1s hasonlokeppen sokszorozodnak. Tegylll.- f5l, bogy annak '-,

e va16az1nllsege, bogy egy nukleon At 1do alatt letrehoz egy

maaodlagoa nukleont ~Ai + 8'( At. ), s ez fiIggetlen e nukleon

tejtajatol ee energ1ajatol,valamint a korabb1 esemenyekt51.

Irjuk t5l a tolyamat master egyenletetl

12. feladetl Egy uzemben N szamn egyforma munkagep all

rendel~ezeere. Ezen eezk5z5k 1genybevetele veletlenezerUen

t5rten1k. He az egy1k gep all, akkor 1doegyseg Blatt A va-

loszinUseggel kerul haeznalatba fUggetlenUl attol, bogy men

~deje all mar. Ha egy gep mUk5d1k, akkor 1doegyeeg Blatt ~

valoez1nUeeggel kapceoljak k1, a mUk5dee 1dejetol fUggetlen

Xezdetben ~ ezamn gepet haeznaltek. Irjuk f5l azt az egyenle-

tet, amely meghatarozza annak a valosz1nlleeget, hogy t 1do

mulve n gep muk5d1k.

2.2 A master e oldass1ne~ tula 1

. R5v1den 5sszefoglalju1<: s 12.51 master egyenlet megolda- ---

'"" "
ss1ne~ legfontoeabb altslanos tulajd~nsaga1t. A b1zony1tasok ;";';

t1sztaa matemat1ks1 jelleguek, ezert szo~kal nem foglal~ozunk.

1.1 K1nd1g letez1k legalabb egy etac1on9r1ua 11dotol fiIgget-

len!megoldas.

2.1 A atac1onar1us megoldas egyertelmu, ha teljesul a ~5vet-

kezo feltetel: RendeljUk hozza, a d-d1menz1c5s ter Idaz!!L vektor
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rendezer eg~ee allepoteit! Minden pontpart koesUnk oseze

eg~ vonallel, emenn~iben~ szoknak megfelelo ket allspot

kozott lehetseges atmenet /legslabb sz egyik iranyben/.

He ezen graf barmel~ ket pontje kozott telalunk legelabb

eg~ folytonos vonalat /e graf oeszefliggo/, akkor a eta-

cionariue megoldae egyertelmu. Olyan rendezerben tehat,

amelyben barmelyik allapotb6l eljuthatunk akarmelyik ma-

sikba a atacionariue megoldae egyertelmu.

3./ Ha a p~ etscionariue megoldae egyerteln:u, akkor tetezo-

~ kezdeti eloezlae eeeten az un. hatareloezlas, va-

gyie a p!! Li) megoldas t.~~ hetaresete, a etacionarille

megoldaseel egyezik meg:
.

Li.., P!I(i)- Pn /2.6/t_oD -
-

/ergodikue tulajdoneag/. Specialiean P!!,~(~). P!1 ,!!!. -tal

fuggetlenul.

4./ He a 2. allitae feltetele teljeeul, akkor adott Pm kez-

deti eloezlashoz olyan egyertelmu idofuggo megoldas, Pn(t)

tertozik, amelyben minden t>O -ra

0:5: P..(t):5A es t: PrI(t)=",) /2.7/- II -
tehat a P~(t) fliggveny valoben va16szinuseg-eloszlaskent

ertelmezheto az egesz folyamet saran. A /2.7/ osszef'tig-

geeek termeezeteeen a P~I~(i) feltetelee valoszinueegre

is fennallnak, hiszen ez a ~'~~i~ 1I"ezdeti eloszlashoz

tartozik. He s megoldas egyertelmu, a P~I~(t) fliggveny

mind a direkt, mind s forditott egyenletne~ megoldase.

A fenti allitaeok ezigoruan veve ceek veges szamu allepo-
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tot tartalmaz6 allapotterben lezajlo tolyamato~ra ervenyesek,

de hesonlo kijelentesek tehet5k vegtelen allapotterben is,

amennyiben tovabbi feltetelek teljesUleset is megktlveteljUk

/peldaul ezt, hogy sz egymast6l tavol eso allepotokktlztltt

kics1 legyen ez atmenet vsldszinUsege, lasd 9.feledet/.

2.3 Stec1onar1ue melZ.oldas. e reszletes eg",ensuly

11 Pl- stsc1onar1us megoldae egy1k lehetseges mee;hataroz!ise
. .

e /2.5/ egyenletb51 ad6d1k, h1szen 11yenkor P~lt)20 . Ter-

meszeteeen ugyenez ez eredmeny kaphat6 ez 1d5fUgg5 megoldas

asz1mptotikus v1selkedesekent 1s /2.6/, amenny1ben a megoldas

egyertelmU.

Pont os .specia11s eset, he az egyensuly1 eloszl!is eleget

tesz az un. reszletes egyensuly elvenel(. Ez ezt jelent1, hogy

barmely1k ket allspot /pl.~ es ~ / k~z~tt ugysnsnny1

atmenet ttlrten1k 1doegyseg Blatt sz egy1k iranybsn, m1nt s

ford1tott 1ranyban. Matemat1ka1 megfogalmazasban:

W!'ID~ -W~e P: minden ~I~ -re . /2.8/

Megmutetjuk, hogy emenny1ben egy rendszer stacion!iriu6

megoldasa eleget tesz a reszletes egyensuly elvenek, tov!ibba

teljes~lnek szok a 2.2-ben megsdott feltetelek, melyek s meg-

oldas egyertelmiiseget b1ztositja1(, skkor a P; eloszlas egy-

szerUen megadhato.

Valasszunk egy tetszoleges n. !illapotot. Ezutan keressUn1(

egy atmenet-lancolatot n. -bol n -be. Feltetele1nk szer1nt

legalabb egy 1lyen lancolat letez1k. TegyU1( fol, hogy ez a
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Bare latunk peldat S fliggelekben. Megmutetjuk, bogy an vezetbe-

to le a trenszport folyamstok megerteeeben alapveto Boltzmann-

egyenlet a kventummecbanike elvei ill. a master egyenlet fel-

hesznalasaval.

A reszletes egyeneuly kerdesehez vieszaterve T homersek-

letU botartallyal kapcsoletban all a rendazer eaeten a ezabed

energie altalanositott formajat erdemee vizsgalni, melyr51 ba-

Gonla madon kimutatbata, bogy eoheeem novekszik. Minimalis er-

te7et ekkor veszi fel, ha az ~ allapot megvalasulasanak vala-

szinlisege exp(-Eo/k'- )-vel sranyos, abol E~ az allapot ener-

giaja,k a Boltzmann-allanda /kanonikus so~asag/. Belatbata,

bogy az atmeneti valoszinUsegek tetezoleges ~ ee D indexe~re

eleget tesznek a
Em-En~: e-~ . . /2.11/

W!!.~
fe1tete1nek, me1y eppen e resz1etes egyensu1y megva1oeu1asat

je1enti.

Osszefog1alva ezt mondhatju~, hogy termodinamikai egyen-

aulytol nem tul tavo1 leva rendazerekben a reazletes egyensuly

elve ervenyes. Forditva e /2.10/ ill. /2.11/ osszefUggesek

ennak fe1tetele~ent tekintheta~, hogy a rendszer a termodina-

mi~ei egyensulyi allapothoz tertson. He a megfe1ela fe1tete1

nem te1jeslil a~~or a rendszer nem juthat el a termodinamiksi

egyensu1ybe, de e1juthat stecionariua g11apotbe, ami eaetleg

meg a reszletes eg~ensuly elvenek /2.8/ is eleget tesz. Nem-

fizikai, vegy egyensulytol tgvoli rendszerekben a reszletes

egyensuly csak specialis esetekbe," valosul met';.
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13. feledetl TekinteUnk egy harom allapotu rendazert, mely-

hen c1rkular1a atmenet lehetsegea: a 3. allapotbol az l.-be

kerul a rendszer, a m1nden lepea egy1ranyu.

3

~~W3'!

1~:::::: ~ 2-

WI.,1
Ez olyan atom, vagy molekula modelljenek tel'1ntehto. mely ez

alapallepotb6l /3./ kulso hetaera Z egy1~ gerjeaztett allepot-

be /1./ juthet, ahonnet egy kozbenso energ1esz1nt /2./ er1nte-

Bevel bom11k le /lezer/.

h=4
energia

ns2.

- -11-3

Hetarozzuk meg e stecion1rius megoldast, s mu~essu~ me:, ho;y

e reszletee egyensuly elve nem teljesul! ,

2.4 Az altalanos me;:.oldas

A /2.5/ mester egyen1et ez ido va1tozora nezve 1ine~ri6

d1fferencia1-egyen1et, mely ez

Ah h' ~W'"",'(1-r..",I)-J: .E W.."I /2.12/_1- -- -- "' L ' =-'--- ."

matrix bevezeteseve1 e . ~ p
( )P!!{t)-7A~I~1 !I' t

- -).t

alekba irhet6. He e pertiku1ar1s mego1daet e p~ (t.) - e f~

fe1teveese1 kivanjuk me~hatarozn1. e~YszerUbb, a1~ebra1 e~yen-
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Az ~ index bevezetese azert szukeegea, mert a fenti sajat-

ertek egyenletnek tobb megoldasa is leteziK. A ~O)-o sajat-

ertek tartoziK a stacionarius megoldashoz./A~I~ nem feltet-

lenul szimmetrikus, tehat a bal,- ee jobboldali 8ajat ve~to-

rok kulonbozhetnek egymast6l./ Az altalanos megoldas a fenti
~.

megoldasok linearis kombinaci6jakent ad6dik. Aazimptotikus

viselkedeset, mikozben a stacionarius megoldashoz tart,s leg-

kieebb pozitiv valos reszu sajat/erteK jellemzi.

A tentivel lenyegeben ekvivalens eljaras az, amikor vek-

toralakban irjuk tal az egyenletet

f't.)-~..e(t.) .

Ennek megoldasa At

f(t.)R ec Elo] , /2.13/

ahol E(O) a kezdeti eloszlas vektora.

A nagy dimenzioszamu /eaetleg vegtelen dimenzi6s/ matrixok

jelenlete miatt a master egyenlet egzakt megoldasa cask speci-

al:is eeetekben iemert.

u: pel~ Poiseon-folyamat Vizegaljunk egy radioaktiv

preparatumot, melyben nagyszamu atom van. A tapasztalet eze-

Tint egy atom elbomlaeanaK 1doegysegre eso ve16ezinUeege (1\)

konetaI;1s,. s fUggetlen ett6l, hogy az atom milyen regote van el-

bomletlan allepotben. TegyUk tal, hogy e felezeei ido jovel

hoeszabb a meres idotartemanal. Ekkor annek V ve16ezinusege,

hogy egy atom elbomoljon,kozel1t51eg allend6na~ vehet5 \I~4N ,

ahol N az ektiv atomok ezama. Jellemezzuk a rendezer allapo-

tai t az elbomlott atomok n szamaval! Csek a WM4,..w'V atmenet1

valoszinuseg kulonbozik zerust6l, hiszen minden bomlaskor
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A .- ~-)l1 +v L
~ =

eggye1 nBve~ez1k az n erte~, ee ket egy1dejU esemeny va16-

ezinUeege 1gen cseke1y(ritkasag). Hatarozzu~ meg az e1osz1as-

ftiggvenyt, ha kezdetben ~«<N) elbomlott atom volt a p~epa-

ratumben.

Afent1e~ a1apjan a master egyen1et matr1xe

1--1000...'
I, 0 0...
() I, -04 0...
0 0 I, -4...

: : . . J

eho1 1 ez egysegmatrix es L~I ~ d.".."" . JelBlje ~ azt

az egysegvektort, ame1yben cse~ a j. ~omponens 1(U1BnbBz11,. nu1-

1at61: (~j)k - ii.k . Ezze1 a je1B1esse1 8 kezdet1 e1Jszlas

.e(O)=~~ e1akben adhat6c:eg. /2.13/ szer1nt a me:;oldas:

vot ~ 4 ( )1<

f(*')= e ~k! V*',k ~ KBnnyen mega11ap1thetjuk, hog;..en hat az k matrix sz !~ ve1?;-

torrs:

(,6. ~~)I -~ L;j(~)j=4: ~i+1 J:.,j ~ ,r;"..~ -(e.+~)i '

j I

am1bol az is kBvetkez1k, hogy ( )k
!.. ~~-~~+\(.

A megoldas vegs5 elakje tehat

( ) -))t. [ "1,, S E i - e .e.M +vt ~..~ + 1i('Y~) ~"'+~ +!! ('J~) ~M"S of. .

Ebbol leolveshet6, hogy

n-~
-))t. lv~)

e (n-~)! ,he n ~ m

P"I",(i)- /2.14/
he n < m0

Specialisen. he kezdetben nince elbomlott atom, ekkor
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"
( ) -'\It. ('\It.)

P" 0 t . e -:;- ., .,.

Megkaptuk tehat azt a j6l ismert eredmenyt, amely szerint

rovid meresi idok Blatt a szaml~16csovek jeleinek szama Poisson-

eloszlast kovet. Ennek feltetelei, mint lattQk: mem6rie nelku-

li bomlas, ritkae!g, kozelitoleg alland6 aktivitas (v). /Mas

levezetea talalhato pl. Janossy Lajos: A valoszinusegelmelet

elepja1 cimu konyveben./

A Poisson eloszlas tulajdonsagainak ismereteben rBgton

felirhatjuk n varhato erteket ill. szorasat:

<n> = rY\ +~i , < rIa> - < n>a=~t .

A V m"ennyiseg egy ffiasik szemleletes jelenteset ~apjuk a
. ) -'liT. ,kovetkezo gondolatmenettel: A P-,M (i = e k1fejezea ugy

is ertelmezbet5, mint annak a valosz1nUsege, bogy a tartozkoda-

ai 1d5 az m allapotbaD Dagyobb i-Del /biazen 1lyen valoszinu-
-'\It

seggel Dem torteDik elmozdulae ebb5l az allapotbol.1 ~-e

tebat anna~ a va16szinUsege, bogy a tartozkodasi 1d5 nem
-~

tobb t -Del. Az enne~ megfele15 veloezinueegeurUeeg ~e

Az ~ allepotbeD vela tartozkodae atlegoe ideje ezertJ~ -'it ~ .
T~ &~ ole dt~ ~ . 12.151

M1Ddez errs is utel: bogy e p"...(t) fliggveDY kapceoletbe hoz-

heto az ido azerinti va16szinusegeloszlaesal. A kerdee reezle-

tesebb targyalaeara a 2.~ fejezetben terUnk viesze.

12. pelde I Ketallepotu rendszer KepzeljUnk el egy magneses

dipolust /magneees nyometeka ~ I. mely csak a ter adott e-

gyenesevel parbuzamosan helyezkedbet el. Ket allapota letezik

attol fUggoen. !logy "felfele". vagy "lefele" mutat Iklaeszi-
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kus spin/, s a ket allapotot az S.t~ indexeleasel azo~as meg-

kulonboztetni. A T homersekletu ~ornyezettel vs16 kolcaonha-

taB kovetkezteben a dip61us atbillen egyik allapotab61 a maaik-

be. Tegyuk fol, hogy a folyamat Markov-tipusu, s hogy valame-

lyik atmeneti va16szinuseg. peld3ul meresek alapjan,ismert;

legyen ~"" - w. . Hatarozzuk meg a valoszinueeg eloszlas es

az atlagos magnesesnyomatek idobeli valtozasat, ha a rend-

szer kezdetben az 5-+4 allapotban volt, a kulso mignesea

ter nincsen jelen.

Magneaes ter hianyaban mind~et allapot energiajs ugyan-

a~kora, ezert a /2.11/ reszletes egyensulyi feltetel alspjan

w_~,~ = W. . A master egyenlet

P,o~(t.). -We ~4(t.) + W. ~~o4(i) \.s. -4, +~ ,

mely a ~,4 (o).~ es ~,4 (O)~o kezdeti tel tetel mellett oldan-

d6 meg. A ~14(t.)- ~- P,,4 tot;) oaszeftlggest felhasznalva az e-

redmeny egyszeruen megkaphat6;

-2.\Wo! ) .j -2w.t )~ (t) - .1 ( 1 + e \ p.,. 4 . -2. (~ - e .4.4 2. I

A ket va16szinuseg tehat idovel kiegyenlitodik. a r.:-~.=-i
stacionariua megoldashoz tart /konnyen belathat6, hogy a kez-

deti eloazlast61 fuggetlenul/.

Az atlagos magneaezettaeg
~

14.<: 5> - J"'L S p,o~ (t) - f" : .. ,
! I s.~ -

~ fL erte~rol relaxal a zerus egyenaulyi ertekig.
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4

P1,1(t)

i
<5>o! ,~ t

V1zsgalju~ most roes, hogyen modosul az eljaras, he nero

esyet1en rendszert, henem N szamu ugyanilyen rendszer e-

;:;yUtteset /sokasag/ k1vanju~ le1rn1. Aszer1nt 1-:epun1r ',Ulonbo-

zo allepotoket, bogy hany reszrendszer van e +1 /il1. -1/ alle-

potben. Jelolje n a felfele muteto spine'" szamat, n-OI~,...N.

:livel a reszrendszere,,= flig::;etlene" es eg:iforma)lo... en.'la~' a velo-

szini.isege, bogy idoegyseg elett n eggyel csokkenjen Wn-",,-w.n f

az n- n+~ atmenet velosz1nlisege viszont a lefele mutato spi-

ne1( szamaval aran:ios: w".",ft-w,(N-n). A 1~et vegy "!;obb lepeses

oitmenet eselye elhenyagolhatoan '(icsi. A teljes rendszer master

eg~'e~lete ezert igy irhato, he az m allspotbol indultun~:

P",.,(t).W.(h+~)P"+~I-(t)+w.(N-h+4) P'-41.(~)-w.NP (i) .

Az ilyen tipusu egyenletek megoldasaval a kovetkez5 fejezet-

ben foglsl~ozun~. A konkret sza~olas azt mutatja, hogj' az ~-N

esetben ~ varheto erteke eppel: az eloz5 modazerrel kapott
N

valcszinUseg:
~ = P 4 ~ l -I.) ,N I

a~i a ket eljaras e~~'enerte~~segere utal.

14. feladetl E./ Irjuk le a 2. peldaben megedott rend-

szer viee11"edeset e spin ira~:;'aval parhuzemos ,-:ti165 H masne-

ses ts~ ~!elenleteben!

b./ Legyen a ket'911epotu ~endszer E t.O pi1-

--" " --

=:-:

~: ~~(t)-.-
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lanatig a T. homerse~letU hotartallyal egyensulybsn. Ek~or

hirtelen T h5merse~letU ~ornyezetbe helyezzUk at. Hogysn

valtozik a valoszinUseg eloszlas es s rendszer atlsgos ener-

giajs?




