Véletlen folyamatok el6adas. 8. hét. 2021. apr. 17.
Halézatok: Fokszadmeloszlas master egyenletbdl (I)

Az el6adés célja.

Az eddigiek sordn els6sorban a master egyenlet staciondrius megoldasai irant érdeklédtiink. A kdévetkezé
két el6adason, halézatnovekedési problémakat vizsgédlva, a dinamikara koncentralunk. A feladat nem az lesz,
hogy elmélyiiljiink a hélézattudomdnyban, hanem az, hogy példdkat ldssunk arra, hogy egyszerii (néha nem
is olyan egyszeril) névekedési dinamikdk lefrdsaban hogyan segithet a master egyenlet megkozelités, s hogyan
alkalmazhatjuk és altalanosithatjuk az eddig tanult megoldasi médszereket. Persze kozben azért megértiink
valamit a halézatokrdl is.

A vizsgédlando példak jol ismert alapproblémai a halézattudoméanynak:
1. Erdos-Rényi graf 1étrehozasa novekedési dinamikaval,
2. Véletlen rekurziv hélé névekedése,

3. Preferenciélis csatolédds dinamikaja (Barabési).

Miel6tt ismertetnénk a fenti modellek részleteit, par szé a halézatokrél altalaban.
Halézatok a természetben és legegyszeriibb leirasuk.

Hélézatokrdl nyilvan hallottak. A téma az utébbi két évtizedben népszerti volt fizikus kordkben, s a
tudomanyteriilet fejlédésében fizikusok (mint pl. Barabdsi Ldszld) jelentds szerepet jatszottak. A természet
tele van héalézatokkal. A jarvany okdn manapsag az érdeklodés kozéppontjaban all a Fig.1-en lathato a tiidé
horg6-horgbeske-tiidéhdlyagocska fraktdlszerii halézata. A koronavirus altali fertézés ennek a hélézatnak a
miikodését teszi tonkre gyulladasok okozasaval, s ezzel parhuzamosan a 1égzéfeliilet besziikitésével.
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FIG. 1: A tid6 struktirdja és annak egy halézat modellje.

A Fig.1 dbra jobb oldaldn a tiid6 légjaratainak egy elég egyszeri (nem tilsdgosan fraktédl-szer(i) modellje
lathatd, amelyen a fénylé pontok (csucsok) a hélézat {6 eldgazdsi pontjait jelolik, mig az Gsszekdtd von-
alak (élek) a levegd ttjat mutatjdk. A hélézatok legegyszer(ibb lefrdsa ezeknek a csticsoknak és éleknek a
jellemzésébol all, s mi is ezen a szinten maradunk. A kérdés, ami ezen a szinten felmeriil, az az, hogy hogyan
jonnek létre a képen lathato csiicsok és élek a tiid6 kifejlédése soran. Hasonlé kérdések mertilnek fel az ember
érhélézatanak kifejlédésével kapcsolatban, de az 1t-, repiilégépjarat-, internet-, mobil-, {izlettars halézatok
kialakulasdnak legegyszeriibb megértése is a ”csucs-€1” modellek segitségével torténik.



Cstics-€él leiras jellemz6i.

Legegyszeriibb esetben a csiicsoknak és éleknek nincsenek extra tulajdonsagai. Tehat pl. a Fig.1 tiid6

modelljében minden cstcs ugyanolyan fényes, s az 6sszekotd éleknek sincs vastagsaguk, két cstcs kozott az
él vagy ott van, vagy nincs. Mi marad akkor jellemzésre?

FIG. 2: Csucs-él hélézat. Sem a csicsoknak, sem az éleknek nincsenek belsd tulajdonsdgaik (nagysdg, vastagsig,
stb.).

Minden csticsnak van egy indexe 4, s fontos jellemzdje, hogy hdny (k;) mésik cstccsal van Osszekotve. Tehdt
pl. Fig.2-t nézve latjuk, hogy k1 = 2, ko = 3, k3 = 1, stb. A k szdmot nevezziik a csics fokszdmanak, s
Ni-val jeloljik a k fokszamu csticsok szamat. Amennyiben N a hél6zat csticsainak szdma (Fig.2-n N = 10),
akkor Ny /N a rendszer fokszdmeloszldsat (Py) adja, hiszen ha véletlenszerlien kivdlasztunk egy cstcsot,
akkor

Py = (1)

egyenld annak a valdszintiségével, hogy a kivélasztott cstcs fokszdma k. Az dtlagos fokszdm (k) a hdlézatok
fontos jellemzGje, s ha ismerjiik Pj-t, akkor kénnyen szamithatjuk

=3 kP @)
k=1

s k fluktuécioéi (k?) — (k)? is meghatdrozhatdk.

Mi a tovabbiakban a fokszdmeloszlassal foglalkozunk, de hangsilyoznunk kell, hogy még a legegyszeriibb
csucs-él modelleknek is vannak egyéb, jobban a részletekbe mend jellemz6i. Ilyen példdul az u.n.
szomszédsagi matrix

01001
10100
01000

A=100000 (3)
10000

aminek A, ; eleme 1, ha az ¢ és j csicsok Gssze vannak kétve, s A; ; = 0 egyébként (a fenti matrix a Fig.2
abran levé hilézat szomszédsdgi métrixa). Ugyancsak érdekes lehet a csicsok korreldlt dsszekotottsége, az
un. kommunalis struktira a hélézaton belill. Ezek a részletek mar a hélézattudomany mélyebb rétegei,
ahova mi nem mertiliink le.



Megjegyzés a novekedési dinamika vdltozatairol.

A bevezetében emlitett 1-3. problémék a ”cstics-él” hélézatok névekedési dinamikaja szempontjabdl két
osztalyba sorolhatok.

e A cstcsok szdma fix és csak az élek szdma né (1. probléma).

e Mind a csticsok, mind pedig az élek szdma né (2-3. probléma).

1. Erdé6s-Rényi halézat tulajdonsigai névekedési dinamikabdl.

Az Erd6s-Rényi graf N csucsbdl éll, s két csics véletlenszeriien, adott valésziniiséggel van Gsszekotve.
Mi ezt a grafot dinamikai folyamat eredményeként épitjiik fel, s halézatként interpretaljuk. Hogy kénnyebb
legyen megérteni a folyamatot, képzeljiik el, hogy a nyari taborba megérkezik IV egymast nem ismer6 gyerek.
A gyerekek (a halézat cstcsai) elkezdenek ismerkedni, s bardtsidgok szovédnek, amire mi az N csics kozott
megjelend élekként tekintliink. Az Erdés-Rényi esetben a kérdés az, hogy ha ezek a bardtsdgok véletlenszeriien
szovOdnek (valamilyen rétdval), akkor két hét miilva mi lesz a gyerekek "bardtsdgszam” eloszldsa, azaz milyen
valészintiséggel lesz k baratja egy gyereknek.

Mit varunk? Egy atlag koriili éles eloszldst, vagy egy exponencidlist? Esetleg egy hatvanyszerii eloszlast?

Tehat, precizebben megfogalmazva, N csuccsal indulunk, él nincs a rendszerben. Ezutan elkezdjiik
véletlenszeriien 0sszekotni csicsokat, s az élek lerakasanak ratajat ugy valasztjuk, hogy egységnyi id6 alatt
N/2 1j él jelenjen meg a rendszerben. Az N/2-t tigy vélasztottuk, hogy egységnyi id6 alatt dtlaghan minden
cstcs kapjon egy élt. Vildgos, hogy a lerakott élek szdma ¢ idé alatt Nt/2, s konny(i kiszdmitani az 4dtlagos
fokszamot is

o0

> Ny, 1 & 2 * élek szama
<k>—;kPk—;kW—N;ka—#—t , (4)

ahol az utolsé el6tti egyenloségnél kihasznaltuk, hogy minden él 2 csicshoz tartozik, tehat, ha leszamoljuk
a csicsokbdl kiindulé éleket (372 | kNy), akkor az élek szdmdnak a kétszeresét kapjuk, tovabbd az utolsé
egyenléségnél pedig felhasznaltuk, hogy a ¢ id§ alatt lerakott élek szdma Nt/2.

Bar az atlagos fokszdm szamolasa ebben az esetben trividlis, a fokszameloszlas szdmolasa mar eréfeszitést
igényel.

Master egyenlet a fokszameloszldsra

Irjuk fel a k fokszdmu csticsok szaménak Ny, megvaltozasdt At id6 alatt
Nk(t—FAt):Nk(t)—l—Nk_l(t)At—NkAt . (5)

Az egyenlet jobb oldalan az els6 tag érthet6. A kovetkezd tag megértéséhez emlékezziink arra, hogy az 1j
élek hozzdadasanak rataja ugy lett megvalasztva, hogy egységnyi id6 alatt atlagban minden csics 1 1j élt
kap. Mivel Ni_1 olyan csiics van, amibél k — 1 él megy ki, s ezek mind kapnak egy 1j élt, At id6 alatt a k éli
cstcsok szaménak novekedése Ni_1(t)At. Az utolsé tag hasonlé magyarazattal a k 6l csiicsok szdmdnak
csokkenését adja. Leosztva At-vel, a At — 0 limesz a kdvetkezd egyenletre vezet

Np=Np_1—Np . (6)

Nem szabad elfeledkezniink a hatarrdl, a k = 0 esetrél sem. A k = 0 csiicsok szdma csak csokkenhet, s a
csokkenés ardnyos az él nélkiili csicsok szdmdaval, Ny-val. Megismételve a (6) egyenletre vezets érveket, a
kovetkezd egyenletet kapjuk

No=—-Ny . (7)

Mivel a csicsok szdma N idében nem valtozik, ezért a (6) és (7) egyenleteket leoszthatjuk N-nel, s mivel
P, = Ni /N, a fenti egyenletek valéjdban a fokszdmeloszldsra vonatkoznak

P, = Py, — P, (8)
By = —-P, . (9)



Ezeknek az egyenletek megolddsdt a generatorfliiggvény modszerrel keressiik, de most nem a staciondrius
allapot, hanem a teljes id6fiiggés érdekel benntinket. A mar ismert definiciét hasznéaljuk

e *kP(t) . (10)

NE

G(s,t) =

>
Il

0

A master egyenlet segitségével a G(s,t) idéderivaltja a kovetkezSképpen irhatd

oo (o) o0 o0
G(s,t) = Ze_SkPk = Ze_SkPk_l - Xz.e_SkP;C =e° Ze_s(k_l)Pk_l -G=(7"-1)G . (11)
k=0 k=1 k=0 k=1
A fenti egyenlet megoldasa
G(s,t) = Cele "~Dt (12)

s a normalizdcids feltételbdl, G(s = 0,t) = 1, kévetkezik C' = 1, azaz el8szor sikeriilt a generdtorfiiggvény
teljes idofiiggését meghatarozni

G(s,t) =ele "~Dt (13)
Sorbafejtve az ¢ -t, a generdtorfiiggvény olyan alakot vesz fel, ami dsszehasonlithaté a (10) definiciéval
S Rt*
G(s,t)=e Ze o (14)
k=0
s az Osszehasonlitasbdl leolvashaté a fokszameloszlas

ttk

Pk(t)ze_ y

(15)

Amit kaptunk, az nem mas, mint a Poisson eloszlds, amir6l ismert, hogy a szoras-négyzet egyenlo az atlaggal.
Tehét, mivel tudjuk, hogy (k) = t, ezért

(k%) = (k)? = (k) =t . (16)

Az is ismert, hogy nagy id6kre a Poisson eloszlds a Gauss eloszlasba megy at, mint az felismerhet6 az alabbi
Fig.3-on (¢t > 10-re a Gauss eloszlds igen j6 kozelités).
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FIG. 3: Poisson distribution idSébeli véaltozésa.

Tehat mit is kaptunk? Azt kaptuk, hogy ha a baratok (élek) véletlenszerlien valasztédnak, akkor majdnem
mindenkinek (majdnem minden csticsnak) ugyanannyi (k) bardtja (éle) van, s a szérés ekoriil az dtlag koriil
v/ (k) nagysdgrendii. Természetesen ez az eredmény az Erdds-Rényi grafokra mar ismert volt.

A bardtok vdlasztdsa azonban nem mindig teljesen véletlenszert. Legkozelebb megnézziik, hogy a 2. és 3.
szama hdlozatnovekedési folyamatok bardtkozdsi interpretdcioi milyen eloszldsokra vezetnek.



Véletlen folyamatok el6adas. 9. hét. 2020. apr. 23.
Halézatok: Fokszameloszlas master egyenletbdl (II)

Az el6adés célja.

Folytatjuk a h&lézatnévekedési problémak vizsgdlatdt. Tovabbra is a dinamikara koncentralunk, s
tovabbra is a master egyenlet megkozelitést hasznaljuk a hélézat fokszdmeloszldsanak leirasdra. Az elézé
6ra bevezetésében vézolt hdrom hélézattudomdnyi alapproblémébdl ketté maradt (az Erdés-Rényi graf volt

az el6z6 eléadds témadja)
2. Véletlen rekurziv hélé névekedése,

3. Preferenciélis csatolédds dinamikaja (Barabési).

A fenti példdk tjabb hélézatokkal (és bardtkozési dinamikdkkal) ismertetnek meg benniinket, s egyben
segitenek a master egyenlet megolddsi mdédszereinek bovitésében.

Véletlen rekurziv halé novekedése

A egyik hézi feladatban méar megismerkedhettek a véletlen rekurziv hdlé (véletlen rekurziv fa)
novekedésével. Amennyiben baratkozasi analdgiat hasznalunk, akkor ismét a nyéri taborba érkezé gyerekeket
tudjuk példanak felhozni. Az Erdés-Rényi dinamikdhoz viszonyitva (ahol a gyerekek egyszerre érkeztek, s
paronként véletlenszertien létesiiltek a bardtsdgok) a kiilonbség most az, hogy a gyerekek nem egyszerre,
hanem egymaés utan érkeznek, s minden érkezé gyerek egy bardtot valaszt véletlenszerlien a mar ottlevék
koziil. Latszélag nem nagy a kiilonbség, de ha belegondolunk, akkor 1ényegi valtozas az, hogy az els6 gyerek
nem valaszthat, a masodik is csak a mar ottlévé egyet, a harmadik mar valasz véletlenszeriien a kett6 koziil,
s ahogy né a gyerekek szama gy né az tjonnan érkezo valasztasi lehet6ségeinek a szama. Mint latjuk majd,
ez lényegesen mas fokszameloszlasra vezet, ami egy kicsit érthetd is, ha észrevessziik, hogy az els6 érkezdket
sokan véalaszthatjdk, tehdt fokszamuk lényegesen magasabb, mint az utolséknak, akik ugyan vélaszthatnak
baratot, de 6ket mar kis valdszintiséggel fogjdk vélasztani.

Az aldbbi Fig.4 mutatja a véletlen rekurziv hélé generildsat. Minden lépésben egy 1ij csiics kapcesolodik a
meglévd hélézat egyik csiicsahoz, s halozat csicsai egyenld valdszintiséggel versengenek az él masik végéért.
Tehét, indulunk egy csticesal. A 2. cstics csak ehhez kapesolédhat. A 3. érkezd csics mdr vélaszt (egyenld
1/2-1/2 valészintiséggel) a meglévé kettd kozott, s a 4. mar 1/3-1/3-1/3 valdsziniiséggel csatolédik a hélézat
3 csicsdhoz, ahogy szemléletesen lathato a Fig.4-en. Ugyanitt lathatd a 9. cstcs csatolédasa utani helyzet,
valamint az is, hogy az elsére bonyolultnak tiné hal6zat hogyan rendezheté at fa struktiraba, kévetve azt,
hogy egy cstcs hany élnyi tavolsidgra van a kiindulé csucstol.
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FIG. 4: Véletlen rekurziv halézat generaldsa és reprezentécidja fa struktiraként.

A fokszameloszlas véletlen rekurziv halé fontos jellemz&je, amit a kdvetkezékben 6sszehasonlitunk az el6z6
oran az Erd6s-Rényi halézatra kapottakkal.

Master egyenlet a fokszameloszlasra

A véletlen rekurz{v hél6 esetében a csiicsok szdma (N) jatssza az id6 (t) szerepét, s az idénovekmény At)
pedig 1 (persze olyan modell is elképzelhetd, amelyben a csicsok érkezésének a ratdja flige pl. a meglévé
hélézat nagységdtdl, de mi a legegyszer(ibb esettel foglalkozunk). Egy 1j cstcs beérkezésekor két dolog
torténik. Egyrészt az 1j csices (sajat magaként) noveli az egy éllel rendelkezd csticsok szdmat [N (N +1) —



N7 (N) 4+ 1]. Mésrészt pedig egyenld, 1/N valészintiséggel noveli barmelyik csiics éleinek szamat. Mindez a
k fokszamu csicsok szamara, Ng-ra, a kovetkezdket jelenti

Nk(N+1) = Nk(N)—F %Nk_l(N) — %Nk(N) , k>1 (17)
NN +1) = Nl(N)f%Nl(N)Jrl . (18)

Az elsé egyenletben a —Nj /N a k fokszdmu csticsok csokkenését irja le, mivel 1/N a valdsziniisége annak,

hogy egy k fokszamu csicshoz jon be az 1j él, s Ny, ilyen cstics van. Hasonlé meggondoldsbdl, a Np_1 /N a k

fokszamu csicsok novekedését adja. A masodik egyenlet jobb oldaldn az 1-es irja le az 1 éllel rendelkez6 1j

cstics megjelenését, a —N7 /N tag pedig érthetd az elsd egyenletben szereplé —Nj /N tag magyardzatabdl.
Nagy N-re a fenti egyenletekben hasznéljuk a Ni(N + 1) — Ni(N) = dN/dN sorfejtést

dNy  Ni_i N,

N = o o k> (19)
dN;q Ny
AN N (20)

Ett6l a ponttdl tobbféleképpen mehetiink tovébb, s itt tanulunk valamit a master egyenlet megoldési
modszereirdl. Egy lehetséges "fizikai” gondolat azon alapul, hogy a fokszamok Osszege minden lépésben
2-vel né (41 az 1j csicsndl és +1 valamelyik mar meglévé csicsnal)

> kNy=2N-2 . (21)
k=1

Amennyiben feltételezziik, hogy a fenti Osszegbe a f6 jarulékot Ny véges k tartomédnybdl adja, akkor ebbdl az
kovetkezik, hogy Ny ~ N. A szorzé faktor viszont nem més, mint a fokszdmeloszlds Py, hiszen P, = N /N
definicié szerint. Tehat, ha nagy N-re N ~ N, akkor Py fliggetlenné valik N-t6l, ami azt jelenti, hogy a
hélézat né, Ni-k is nonek, de a fokszdmeloszlas P, staciondriussd valik. A fenti feltételezést alkalmazva a
(20) egyenletekre, a kovetkez6t kapjuk

dPN) _ PN RN

AN L N N =P,_1— P , k>1 (22)
d(P,N,) PN
AN p= - 1=-P +1 23
AN 1 N + 1+ , (23)
azaz
P, = P, — Py — P, = Pk,1/2 (24)
A fenti rekurzié megoldasa lathatéan
P & — —(m2k 26
k= 27,6 = e . ( )

Tehat exponencidlisan lecsengd fokszameloszlast kaptunk, ami elfogadhatéva teszi feltételezésiinket, hogy a
(21) Gsszegbe a Ny = PN fokszdmok k véges tartomédnyabdl jonnek.

Az eredmény részben meglepd. Ha kiszdmitjuk az dtlagos élszdmot a (26) eloszldsfiiggvénnyel, akkor
(k) = 2-t kapunk, s P; = 1/2, ami a baratsag interpretaciéban azt jelenti, hogy a gyerekek felének csak egy
bardtja lesz és 4 bardt valésziniisége mar csak 1/16 ~ 0.06.

Osszehasonlitva az eredményt az Erd8s-Rényi halézatra kapottakkal, azt lathatjuk, hogy a f& kiilonbség
onnan ered, hogy mig az Erd6s-Rényi folyamatban az atlagos fokszam a hélézatnovekedés soran egyre né
((kYgr ~ t), addig a véletlen rekurziv hélézatban ez a szdm allandé ((k)v g ~ 2). Mindkét dinamika kozel
egyenld ardnyban osztja szét a éleket (a bardtsdgokat), az dtlag viszont kiillonbozd.

A valésdgban rendszerint kevésbé szocialisan érzékeny baratsageloszlast taldlunk, néhdny embernek nagyon
sok baratja van, sokaknak pedig kevés. Valami hasonlét produkal a preferencidlis csatolédas dinamikaja,
amit a kovetkez6 fejezetben targyalunk.



Preferencidlis csatolédds dinamikija (Barabdsi).

A folyamat leirdsat kezdjik ismét a baratkozasi analégiaval. A nyéri tdborba a gyerekek egymds utan
érkeznek, s minden érkez6 gyerek egy bardtot valaszt a mar ottlevok koziil. A kiilonbség a véletlen rekurziv
dinamikatol az, hogy a védlasztds nem véletlenszerti. Az érkezd gyerek (csics) megnézi, hogy kinek hany
bardtja (éle) van, s a népszeriibb gyerekek koziil vilaszt, azaz egy adott vélasztds valdszinlisége ardnyban
all az adott gyerek bardtjainak szdmdval. Vildgos, hogy ez a dinamika olyan bardtsdg (fokszdm) eloszldst
generdal, amelyben nagyobb sullyal lesznek a sok baréattal rendelkez6 gyerekek.

Mi a legegyszertibb esetet fogjuk vizsgalni, amit linearis preferencidlis csatolédasnak hivnak. Ez esetben az
jonnan megjenend csics egy k éllel (barattal) rendelkezd csicshoz pesar (k) = Ak valdszintiséggel csatolédik.
Itt A a normalizacids faktor, ami abbdl kévetkezik, hogy egy lépében a bejové cstcs kapcsolatotot 1étesit
valamelyik meglévd csiccesal, Ziv AkNy = 1. Mivel a fokszamok Gsszege most is Zf{ kNp =2N — 2, egy k
él1 csicshoz csatolédas valdszintisége nagy N-re

k k

pesatlK) = 555 ¥ 5N

(27)

(Megjegyzés: a preferencia vagy antipreferencia kiilonbozd foki lehet, s ezt lehet modellezni olyan csatoldsi
valdszintséggel, ami pesar = AP alakd, s ahol B lehet pozitiv és negativ is.)

Fig.5 mutatja a csatolédési valészintiségeket a 3. és 4. csics érkezésekor linedris preferencia esetén (ha-
sonlitsuk Gssze az dbrét Fig.4-gyel).

1/2

1/2 1/4

FIG. 5: Linedris preferencidlis hdlézat generdlasanak els6 1épései

Master egyenlet a fokszameloszlasra linearis preferencialis hal6zatban

A master egyenlet felirdsdnak logikdja ugyanaz, mint a véletlen rekurziv halézat esetén. Az 1j csics az
1-es fokszamu cstcsokhoz ad egyet, 8 pesar(k — 1) Np—1 valdszintiséggel noveli a k fokszdmu csticsok szadmat,
tehdt

k-1 k

Ni(N+1) = N(N) + SNt (V) = 5o Na(N) > 1 (28)
NN +1) = Nl(N)—%Nl(N)—Fl . (29)

Ugyanez differencidlis forméban (N > 1)
ANy, (k—1)Np_1 kN

AN ON “ay 0 k>l (30)
aN, N
v = ol (31)

A fenti egyenletek megoldasaban kovetjiik a véletlen rekurziv halézat esetén haszndlt stratégiat. A fokszamok
Osszege a preferencidlis halézatban is ugyanaz (ugye vildgos, hogy a halézat épitése most is ugyanazokat az él
és cstics hozzdaddsokat jelenti, mint a rekurziv esetben, csak a valészin(iségek mésak) 22021 kN =2N — 2,
s ez az Osszeg kielégithet6 volna, ha a fokszamok kielégitenék a N ~ N ardanyossagot. Ha ez igy van, akkor
nagy N-re P, = Ny /N fliggetlenné valik N-t6l, s ezt felhaszndlhatjuk a master egyenlet megolddsdban. Tehat
a feltételezésiink az, hogy nagy N-re N = PN, ahol P, mar nem fligg N-t0l. E feltételezést hasznalva a
(31) egyenletek rekurziévé alakulnak

d(PyN k—1 k
(dik N) = b, = 5 Pr1— §Pk ; (32)
d(PNy) 1

N 1 511 + (33)



A masodik egyenletb6l P = 2/3 | mig az els6 egyenlet a kovetkez6 rekurziét adja

k-1

P =—
k2

Py . (34)

A rekurziét visszavezetjiik k = 1-ig, s felhaszndljuk a P; = 2/3 eredményt

k—1 (k- 1)(k — 2) (k — 1)1 4

= P = P g=..=2>——.3.2.P = —
E+2 5 T kv 2)(k+1) F? Tkt 2)(k + Dk

B (k +2)!

(35)

Ezzel megkaptuk a halézatnovekedés egy jelentoss modelljének megoldaséat, amely azt mutatja, hogy linearis
preferencidlis cstolédasi dinamika esetén a fokszdmeloszlds hatvany alakd (skalainvaridns)

4

Py =~ = (36)

Ez a fiiggvényalak részben egyezik azzal, amit kiilonb6z6 kapcsolati halokban mérnek, bar a -y exponens a
Py, ~ 1/k7 Gsszefiiggésben altaldban kiilonbozik a v = 3 értéktdl.

A hatvényszerii lecsengés 6sszhanban van azzal a varakozasunkkal, hogy a preferencidlis csatolédas olyan

fokszameloszldsra vezet, amelyben nagyszamu €l is jelentés valésziniiséggel van jelen.

A hélézatok vildga nagyon jelentGs és perspektivikus kutatasi teriilet. Mi azonban itt befejezziik a témét,
mivel szdmunkra a probléma els6sorban azért volt érdekes, mert egyrészt lattuk a master egyenletet al-
kalmazasat egy €16, gyorsan fejlodd teriileten, masrészt a hélézati modellek vizsgalata elvezetett a master
egyenlet megoldasanak ijabb mddszereihez.



